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ETUDE DE LA DISTRIBUTION D'UNE VARIABLE
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" RESUME
A l'oecaston de 1'étude des paramétres de la distribution d'uwne
vartable, nous inststons sur -

- la distinction entre dcart-type et errewr standard qui caractérisent
respectivement la dispersion des inmdividus et Za préeiston sur leur

moyenre.

- ta correspondance entre les deux modes diexpression des paramétres
d'une distribution log-normale (arithmétique et logarithmique).

L'application des statistiques aux etudes gpidémiologiques a. fac111té.
grandement l'lnterpretat;ondes différentes. enquétes effectudes dans ce
domaine et permls d'améliorer ainsi les connaissances sur 1' évolution
et les prévisions d'évolution des maladies contagieuses. Toutefols, dans
cette discipline comme dans d'autres, 1l importe que les auteurs parlent:

le méme langage. Or, il apparalt que dés confusions s'dtablissent :

- d'une part sur la signification et l'utilisation d'un certain nombre
de donndes 4 travers les termes qui les désignent, en particulier
"1'8cart type' et "l'erreur standard" dont les traductions "fran-
glaises”" ne simplifient pas la distinction.

- d'autre part, 3 cause de l'utilisation de modes d'expression différeuts,
arithm8tique et logarithmique , au sein d'une méme &tude.

C'est pourquoi, il nous a sembld intéressant d'apporter quelques
Eclaircigséments 3 ce sujet, accompagnés d’exemples significatifs
pour évitar des erreurs d'interprétation aux biologistes utilisateurs

de la méthode statistique.

Il importe pour commencer de faire un bref napﬁel de statistique

deseriptive et inductive avant 4'aborder :

- d'une part, le choix 3 faire entre &cart type et erreur standard,

- d'autre part, le cas des transformations de variables.

Wi
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Quand on doit &tudier la distribution.d'une caracterlsthue pr0pre
3 un groupe de sujets, le plus souvent ce groupe ne doit &tre considérd
que comme un &chantillon que 1'on espdre représentatif d'une population
trop grande pour &tre appréhendée dans sa totalité. L'&tude de 1'&chan-
tillon est du domaine de la statistique descriptive, mais: c'est grdce 3
la statistique inductive que l'on acquiert des renseignements sur la
population inconnue 3 partir de 1l'&chamtillon.

echantaﬂgon sondage

. 3, o POPULATTON

estimation de La population par
La statistique {nductive

Pour favoriser cette distinction dans le développement qui suit, les
symboles des paramdtres relatifs 3 1'échantillon seront &crits en caractd-
res minuscules et les caractéres majuscules seront réservés 2 ce qui 5 '
trait & la population.

Il 5 aglt de préciser le contenu d un ¢ertain nombre de termes d'usage
courant désignant différents paramétres utilisés en statistique.

C'est la caractéristique observée dans 1'échantillonm.
Trois types de variables sont i distinguer :

- Bes vaniables quaﬂ&tdi&veé qu1 ne sont- pas susceptlbles de mesura mais de
classement (sexe, gurvie ou nom d'un animal...),

- Zes variables quantLIatéueé discontinues qui sont mesurables mais ne
peuvent prendre que des wvaleurs entléres (nombre de partlcules, d'animaux
protégés.,.).

Le diagramme en biton est la représentation graphique de la distribution
adaptée 3 ce type de variable, il repré8sente l'effectif des individus
pour chaque valeur.
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- Les vaniables quantitatives continues qui peuvent prendre toutes les
valeurs numériques entifres ou non dans leur intervalle de variatiom.
la représentation graphique de la distribution de ces variables est
1'histogramme représentant 1'effectif des individus pour chaque inter-
valle de classe. L'histogramme cumulatif des effectifs est obtenu en
tragani une courbe I partir de la somme, pour une classe donnée, des
effectifs de toutes les classes antérieures, jusqu'd la classe
considérde comprise,

2. LE MODE (en anglais: mode)

Ce dernier d&signe la valeur ou la classe la plus fréquemment
observée. $'il y a un seul mode, la distribution de la variable est
dite "unimodale' ; dans le cas contraire, elle est dite "plurimodale"
(bimodale s'il vy a deux modes).

3. Léﬂﬂgg}éyg {en anglaisimedian)

Il s'agit de la valeur de l'observation qui partage la distribu-’
tion en deux : 50 % des cas de part et d'autre de sa valeur. Elle ne
provient pas d'un calcul, mais d'un classement, €lle désigne un rang.
La médiane a l'avantage d'étre tr&s peu influencde par un résultat
isolg, trés différent des autres

4. L'ETENDUE (en anglais:range)

C'est l'écart entre la plus petite et la plus grande ‘des valeurs_
observées. C'est une notlon de- dlspersxon.

5. LA FONCTION DE REPARTITION (en anglais:distributiom functiom)

Dans la grande majorité des cas, les ‘distributions que 1l'on rencontre
en biologie peuvent &tre assimil@es 3 trois lois de probabilité :

- la lei de Laplace~Gauss ou loi normale,
= la loi log-Laplacizanne ou 101 log normale,
- la loi de Poisson.

Neus ne retiendrons ici que les deux premi3res formes de distributionm.

a) La distribution de Laplace*Gauss ou normale (en anglals nermal
distribution) se traduit graphiquement par une courbe en cloche st symé-
trique. Une distribution est considérée ‘comme gaussienne lorsque en repré-
sentant les fréquences relatives cumuldes ‘en fonction des valeurs de la
variable dans son stendue sur um papier graphique ol sont disposées
1'échelle gaussienne en ordonnée et l'8chelle millimétr@e en abscisse,
on obtient une série de points alignés de fagou franche.

il faul alors confirmer le caractére normal de cette distribution ;
c'est le but des tests de normalité dont le plus simple est l'ajustement
de ces points par le tracé graphique de la droite de Heury.
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b) La forme de distribution log-Laplacienne ou log normale
n'z3t pas symétrique 3 cause de son allure "8tir@e" vers les grandes
valeurs.

Le 1ait qu'au sein d'ume population 1la variance & 1'intérieur
d'un groupe de sujets est propov:lonnelle au carré de la moyerie est
une caractéristique de ' distribution log~normale. La f: msformation
log das valeurs observiZe. raméne celle-ci 3 une distribution normale
et en méme temps égalise les variances. On satisfait ainsi aux
conditions requises pour effectuer des tests paramdtriques.

C'est un paramétre de position. :
Selon que l'on s'adresse 2 une distribu*’on normale ou log normale,

on caleculera une moyenne arithmétique ou géométrique. Le terme "moyenne"
désigne, sauf indi~ition contraire,la moyenne arithmétique. :

La moyenne anithmétique (en anglais:arithmetic mean) est le quotient

da la somme des observations par leur nombre :

n] 1 + n2 x2 + ... n4d x4 " -
O & = ——em—nee
n AnL

T =

ol ni : est 1l'effectif de la valeur particulidre xi, ou de la classe de
centre xi
n : est l'effectif total.

Elle s'applique bien 3 upe distribution normaie mais 1' information
qu'elle fournit est peu significative 51 la distr.bution est trop dispersée
et/ou trop dissymétrique (il paralt qu'un statisticien ne sachant pas
nager s'est noyé dans une rivi3re d'ume profondeur moyenne de un matre !...).

la moyenne géamil - que (en anglais:geometric mean) est aux distri-
butions log-normales -2 que la moyenne arithmétique est aux distribu=
tions normales. C'est par définition,dans le cas de :n observationms
strictement positives ou nulles, la racine ni2me de Leur produit. De
manidre plus pratique, c’est l'anti—log de 1a moyemne arlthmethue des
va*eurs transformées en log.

+*

Exemple : calculer la moyenne g@ométrique de 2, 4, &, 8 et 16 :

= 5\/& X4x4x8xl6
ou de manidre plus pratique :
Log%o+ 2 logdé + log4§ + 1og4J6 3.6

zrlog = === =0,72
5

0,72 est lz moyenne des valeurs log,

00’72 = 5,28 est la moyenne géométrique.
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La moyenne géométrique a pour but de prendre en compte la dissy-
métrie ; son calcul a pour consdquence la ré&duction des fortes valeurs,

kg

7. LA _VARIANCE {en anglais:variance)

La wariance est un paramdtre de dispersion. C'est le quotient de la
somme des carrés des écarts 3 la moyenne, par l'effectif =1 de 1'é&chantillem.

ST i B

[l
i

n =1
En pratique, la variance se calcule plus aisfment ainsi :

T2 ~ T?Jn

n=-1

Avec Tl : somme des valeurs observées,
T2 : somme des carrés des valeurs observées,

8. L'ECART TYPE {(en anglais:standard deviation)

La variance &tant un carrd, n'est pas interprétable directement. Par
‘contre, l'écart type qui est la racine carrée de la variance, est du méme:
crdre d' unlte que la moyenne et constitue un paramdtre de dlsper51on.

er. = \fs

L'écart type {comme la variance) mn'a pas de relation de proportion- -
nalité avec l'effectif de 1'&chantillom.

On utilise également comme critdre de ‘dispersion le coefficient de
variation: et/¥,qui s'exprime en pourcentage.

IT ~ STATISTIQUE INDUCTIVE QU_LA _NOTION DE POPULATION ET D' ECHANTILLDN

=EmIammEEs

La connaissance des principaux paramétres de la distribution d'une
variable au sein d'un Zchantiffon nous permet ensuite, par la technique
de la statistique inductive, d'acquérir dee renseignements sur Ia
population {nconnue. La moyenne et la variance des valeurs d'un &chan~
tillon ne sont que des estimations des vrais paramétres de la population
inconnue ; aussi, toute extrapolation de 1'@chantillon i l'ensemble de

la population sera associée I une probabilité. Dans ces conditioms, on
démontre gue :.

- dans 1' 1gnoxance ol 1'on est de la vraie valeur de 1a moyenne de la
pOpulatlon H X, on montre que-la mellleure estimation que l'on puisse

faire de X est © ; on note X Z¢ %.

I1 en est de méme pour la variance et l'&cart—type de la populatiom ;

ces deux paramdires sont estimés 3 partir de 1l'échantillon :

2
5¢ & s? et ET 7 et.

f

bt



- 75 -~
DE L'ECHANTILLOM A LA P0PULATION
DEUX EXEMPLEIS DS ST T{STIQUE InDUCTIVE
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- si la distribution de la population est assimilable 34 une loi normale
(directement. ou aprés transformation) on peut déterminer un intervalle
de_dispersion statistique des individus au sein de la populatiom, &gal
3 x + t.et. La valeur de t est donnée par une table de t de Student en
fonction du risque o et de la taille de 1'é&chantillon.

Pour un risque de 5 % et un &chantillon au moins é&gal 3 20,

t vaut 2 ; c'est-3-dire qu un point appartenant 3 la populatiom
d'nl est tiré 1'achantillon a 95 % de chances de se situer 3
1'intérieur de cet intervalls et le risque de se situer 3 1'exté-
rieur est de 5 Z. Avec cette méme taille d'&chantillon, cette
probabilité& est de 68 % (environ 2/3) avec un intervalle de * let
autour de la moyenne. /

Nous avons dit que la moyenne vraie de la population est estimée
par celle de 1l'échantillon mals avec une certaine incertitude. Cette
dernidre correspond i la distribution des moyennes de plusieurs &chan—
tillons représentatifs de la populatiom. Cefte distriibution des moyennes
des Echantillons suit une Lol nowmale et ce, méme 44 La d,cALubu,twn des
indivadus sudlt une foute authe Lod.

L'errewr standard (en anglais:standard error) est 1'Ecart type de la
distribution des moyennes de chacun des &chantillons représentatifs de la

population,

, Elle peut se calculer 3 partir d'un &chantillen en divisant 1'&cart- -
type de ses individus par la racine carrée de son effectif.

. g .
ES =A{— ou &
n
/= e
Ainsi, l'erreur standard caractérise £'.imprécision avec laquelle om

connalt la vrale moyenne de la population inconnue d'oll est extrait
l'échantillon

r + t.ES détermine 1'intervalle de confiance de la moyenne au risque G
bilatéral choisi par la valeur du t.

La vraie moyenne se‘situe 3 1l'intérieur de cet intervalle avec une
probabilité de l-a,

L'intenvalle de congiance (ou fourchettes encadrant la vraie valeur)
est d'autant plus rédull que la dispersion des points est faible et,
(par opp051t10n 3 l'dcart type) que fa tallle de £'Bchantillon sun Eeque&
est basée L'estimation est Blevie,

ITI. - CHOIX ENTRE ECART-TYPE ET ERREUR STANDARD

Eoperememes E—= =

Une des raisons de la confusion que 1'on rencontre entre ces deux
paramétres provient des termes utilisés dans la littérature tant frangaise
qu'anglaise. Ca que nous appelons ici &cart type ou Ecart type des
individus se nomme standard deviation en anglais. Quant 3 notre erreur
standard,on la trouve &galement sous le nom d'&cart type de la moyenme
et en anglals ! standard error.
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Il est capital de bien comprendre la distinction que nous avons faite
entre la distribution des individus et celle des moyennes pour choisir 3
bon escient le paramétre (&cart type ou erreur standard)} qui accompagnera
la moyenne, cette derni&re &tant figurée dans un tableau de résultats ou

sur un graphique.
Rappalons que @ -

- la distribution des individus est estimée par 1'écart type, paramdtre
de dispersion, ind&pendant de 1l'effectif.

- l'intervalle de précision de la moyenne vraie de la population est
déterminé & partir d'un &chantillon gréce & 1'erreur standard., Cette
fourchette autour de la moyenne est d'autant plus étroite que 1'effectif
de 1'Bchantillon est élevé.

Le choix entre &cart type et erreur standard dépend de 1'intention
de 1'auteur,
Un exemple illustrera ceci : &tude des titres en anticorps 3 un temps
donné, chez plusieurs groupes d'animaux soumis respectivement i des
vaccing différents. On vérifie auparavant que le seul facteur différen-—
ciant les groupes est bien le vaccin, autrement dit qu'il n'y a pas
de biais,

Si 1l'on veut comparer les résultats d4'un groupe par rapport i une
norme ou 3 une valeur seuil garantissant 100 7 de protection par exemple,
on s'int8ressera tout d'abord 3 la position de la moyenne des titres
par rapport & catte valeur, Mais cela ne suffit pas et l'en cherchera
3 savoir si tous les animaux de la population ou une partie seulement
atteignent cette norme ou ce seuil.; la réponse sera apportde par
l'intervalle de dispersion, bas& sur 1'écart type.

Autrement dit, on s'int&ressera autant 3 la position de la movyenne
des titres qu'ad la dispersion de ceux—ci i 1'inté&iieur du groupe. Une
bonne vaccination sera c¢z2lle qui induit une moyenne de titres, 8levée
certes, mais aussi la plus grande homogénéité des réponses (E&cart type

faible).

Par contre, si la comparaison des réponses s@rologiques aux diffé-
rents vaccins est le but de 1l'expérience, on s'intéressera préférentiel-
lement 4 l'imprécision avec laquelle on connait la moyenne des titres
de chaque groupe. Plus elle est réduite, plus l'expdrience sera puissante,
c'est-3-dire plus 1'aptitude 3 différencier leux moyemnes sera grande.

Dans ce cas, chaque moyenne sera accompagnée de son intervalle de pré&cisionm,
basg sur 1'erreur standard.

*La puissance d'une expérience caractérise son aptitude & diiférencier les
groupes que l'on compare. Ce pouvoir séparateur peut &tre comparé i celul
d'un microscope oll 2 peints sont confondus dvec une certaine puissance
de grossissement et sont visibles séparément avec un appareil de plus

forte puissance. Mais le prix du microscope sera alors plus élevé.
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L'imprécision sur la moyenne est un paramétre peu utilisé dans la
littérature. On rencontre plus souvent 1l'intervalle de dispersiom ou
1'8cart type qui conviennent trds bien si 1'on veut mettre en évidence
1'édtendue des valsurs individuelles autour d'un point moyen, mais
sirement pas lors de comparaison de piusieurs moyennes ol, dans ce cas,
c'est 1'incertitude sur la position rZelle du point moyen donnée par
1'erreur standard qui nous intéresse. Mais, quel que soit le choix
effectué, il est impératif de l!e signifier dans la légende des tableaux
ou des graphiques ainsi que de préciser 1l'effectif des individus 3 1'origine.

iv - LES_ TRANSFORMATIONS DE_VARIABLES

L'autre confusion que l'on peut rencontrer dams la littérature
provient de la ndcessité ol l'on se trouve d'avoir 1 passer de l'expres-
sion arithmétique 2 l'expression logarithmique pour effectuer des tests
statistiques (comparaison de moyennes,_regreqsxons...) sur des variables
dont la distribution est log normale. Le méme probldme se pose inversement,
pour revenir & l2 forme arithmétique, pour une meilleure compréhension des

résultats.

Prenons par exemple c¢ing animaux dont on titre les anticorps, exprimés
en Unités Internationales. Sachant que la distribution des titres en
anticorps des animaux est de la forme log normale pour des valeurs obser-
vées de 2, 4,4, 8 et 16 UI,

La moyenne des valeurs log sera alors &gale 3 :

0,3 +0,6 +0,6+ 0,9+ 1,2
5

= (0,72 log UL

la variance log,3 0,1178;

1'gcart type, i 0, 34 log UI, (\V0,1178)

l'erreur standard 30,15 log UL. (V0,1178/5 5)

Il est fort possible d'exprimér ces résultats en log UL et ainsi
utiliser des termes statistiques bien connus.

Toutefois, si le lecteur § l'habitude de raisonner en Unités
Internatlonalea, il rlsque d'étre dérouté devant la notion de log UI,
aussi est-il parfois nécessaire de revenir aux valeurs arithmétiques
en utilisant pour cela les trcis paramdtres suivants :

- £a moyenne glométrique : 10° L°8

Iei &gale 2 109072 = 5,28 yr.

- Lo factonr de dispersdon au risque 5 % bilatéral (Fd 5 %) qui est &gal
3 105-eF 53 t est la valeur du t de student pour n- | degrés de
libert et et l'écart type de la distribution des valeurs log. C'est
un facteur multiplicalif qui permet de déterminer £'¢ntemua££e de
dispersion & 5 % par la formule : moyenne géométrique s ¥Fd 57 ou
autrement dit Fd 5 % fois en plus 2t en moins de la moyenne
géométrique.
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APPLICATION A UNE DISTRIBUTION LOG-NORMALE
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Dans notre exemple, 1'&cart type log est &gal 5'\/6:11?3 = (0,34
exprimé en log UI, le degré de liberté est égal i 4 et le t de

Student correspondant est 2,8 au —Tisque 5 Z.

Fd 5 z = 10207734 2 g9
et 1'intervalle de dispersion qui en découle vaut
5,23 * 8,9 soit 0,6 — 47 UIL.

- e facteun de préeision de £a moyenne au risque 5 % bilatéral (Fp 5 %)
est &gal 3 10Y+ES  off ES est 1l'erreur standard, log.

Dans notre exemple, l'erreur standard log est £gale 3

_\/———-—-—-6’1;78 = 0,15 UI

Fp 5% = 102’8'0’15 = 2,6
L'intenvalle de prfceision correspondant est &gal & :+
5,28 7 2,6 soit 2,0 — 14 UL,

W

La méconmnaissance ou la non~utilisation des notions de facteur de
dispersion et facteur de précision contribue 3 créer des erreurs ou des-
confusions, comme le calcul d'une moyenne arithmétique des valeurs domt
la distribution est log-normale ou 1l'etpression d'une movenne géométrique
assocife 3 un E&cart type log. Ces paramdtres ayant &té développés ieci,
nous insistons sur l'importamce d'exprimer l'ensemble des résultats soit
dans le mode log, soit dans 1'arithmétique pour assurer ume cohdirence
Andispensable & La comprihension.

I s centain que foul ce qui vient d'etre dévelsppé peut parcitre
banal aux yeux d'un statisticien condinmé. Mais parce que La statistique.
est devenue maintenant un outld de travail {réquenment wtifisé dans de
nombrewses disciplines cn BiokLogie, dont £'Epidémiologie, il est .impontant
de soulignen Les pidges tendus pan Zes mots ou par des applications & des
s particudiens Nows souhaiions que cette contribution apparnte une
me (Leeune compiihens ion poun une meillewre utilisaticn de Ld statistique
en Biologie.
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